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1. Matroiden.

1.1, Inleiding, ..

We vergelijken de volgende twee problemen:

1. het lineaire toewijzingsprobleem (LAP)

n n
max izl jZl ci5 X5
onder:
n [3
jzl xij =1 s 1= 1,...,0n 3
n .
iZ] xij=l s j=1,.0.,n

j=1ec0n

2, het minimale opspannende boomprobleem (STP):
vind in een samenhangende niet—-gerichte graaf een opspannende boom,

z6 dat de som van de gewichten van de kanten van de boom minimaal is.

Bij beide problemen moet uit een verzameling (vz.) elementen V, resp. van
cellen (i,j) en van kanten ej, een deelverzameling (deelvz.) gekozen worden
die aan bepaalde eisen voldoet en een optimaal gewicht heeft.

We construeren als volgt een opldssing B voor probleem P.

We beginnen met B de lege vz. We kiezen een element v ¢ V met optimaal ge-
wicht en verwijderen v uit V.

Als B u {v} een toegelaten oplossing van P is, dan wel uitgebreid kan worden
tot een toegelaten oplossing van P, voegen we v aan B toe. We gaan hiermee
door totdat B een oplossing van P is. Deze algoritme staat bekend als de
greedy algorithm (GA) [11].



Voorbeeld’'l : LAP
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Voorbeeld 2 : STP

oplossing greedy algorithm =

optimale oplossing

Voorbeeld 1 illustreert dat de GA niet noodzakelijk een optimale oplossing
van het LAP geeft. In geval van het STP is de GA identiek aan de algoritme
van KRUSKAL [22], die een optimale oplossing oplevert. Dit verschillend
gedrag t.o.v. de GA kan worden verklaard d.m.v. matroiden.

Van de vele mogelijke definities van matroide (zie 1.4) gebruiken we hier

Definitie 1. Zij E een eindige vz. elementen en F een niet—~lege collectie
deelvzn., van E (de zgn. onafhankelijke vzn.).
Het paar M = (E,F) is een matroide indien geldt:

(1 F is een onafhankelijk stelsel vzn., dwz een deelvz. van een onaf-~
hankelijke vz. is onafhankelijk;

(2) voor elke A c E bevatten alle maximaal onafhankelijke deelvzn., van A

evenveel elementen.



Een maximaal onafhankelijke deelvz. van een vz. A is een onafhankelijke vz.,
die niet is bevat in een onafhankelijke vz. met meer elementen. Een maxi-
maal onafhankelijke deelvz. van E heet een basis van de matroide M. De

rang r(A) van een vz. A is het aantal elementen van een maximaal onafhanke-
lijke deelvz. A. De rang van de matroide M is gedefinieerd als r(E), het
aantal elementen van een basis van M. Een circuit is een minimaal onafhanke-

lijke vz., dwz. elke eigenlijke deelvz. van een circuit is onafhankelijk.

(.1 (1.2) ;i;; ;;:%;
:,1) ‘ ///

Z

A

twee maximaal onafhankelijke

deelvz., van A

Figuur 1.

De partiele oplossingen van het LAP vormen een onafhankelijk stelsel, maar
voldoen niet aan (2), zoals blijkt uit Figuur 1, maw, definiéren geen
matroide.

De collectie F van partiele oplossingen van het STP op een graaf G = (V,E),
dwz. alle vzn. kanten zonder cycles (zie voor het begrip cycle § 3.1),
vormen een matroide M = (E,F), een graafmatroide.

Immers, zij A een deelvz. van E, bestaande uit p disjuncte samenhangende
componenten AI"""’Ap'

Gi = (Vi’Ai) is de deelgraaf van G met als vz. punten Vi de punten van G
incident met Ai' Een vz. kanten in Gi zonder cycles is maximaal d.e.s.d. als
zij een opspannende boom is van Gi' Elke opspannende boom van Gi telt lVil— i
kanten. Bijgevolg heeft elke maximaal onafhankelijke deelvz. van A

§ |v.|- p elementen.

i=1  *

In de volgende paragraaf wordt aangetoond dat de GA een optimale oplossing

van een probleem P geeft als de partiéle oplossingen van P de onafhankelijke

-~ 8
vzn. van een matroide Zijn.



1.2, De greedy algorithm.

Gegeven is een matroide M = (E,F) met elementen E ='{el,.....,en}. c is een
reéle functie op E ; we schrijven cj voor c(ej). We veronderstellen dat de
elementen van E zo genummerd zijn, dat ¢y P4 ¢,y 2 s 2 e

De greedy algorithm luidt:

0. Initialiseer AO =0, By = Pen j=1.

1. Aj = A.J._1 u {ej}.

B, = B, . ud{e.} ,alsB,  ud{e.}ePF,
j j-1 3 j-1 3
B. , anders. .
i-1
2, Als j <n, stel dan j := j + | en ga naar 1.

De GA construeert een vz. Bn’ die een basis van M is met maximaal gewicht.

Om dit te bewijzen geven we eerst twee lemma's.

Lemma 1 : Eigenschap (2) is equivalent met de zgn. aanvullingseigenschap (3):
Voor elk tweetal onafhankelijke deelvzn. Ik en Ik+l met k, resp.
k+l elementen geldt:

(3 er is een element e ¢ Ik+1 \ Ik’ z6 dat Ik u {e} een onafhanke-

lijke vz. is.

Bewijs: (3) => 2 : Als Ik c Aen Ik+l c A, is Ik niet maximaal,

(2) = 3 : r(Ik+l u Ik) 2 k+1, omdat Ik+l'E Ik+1 U Ik' Ik is dus
niet maximaal in Ik+l u Ik en kan uitgebreid worden met
een element e ¢ Ik+l \ Ik.

Lemma 2 : r(Aj) = lle s voor j = 0,...,n.

Bewijs : Het bewijs verloopt met volledige inductie naar je

Lewigs
Voor j = k-1 geldt r(A,_,) = |3,
Als B een maximaal onafhankelijke deelvz. van Ak is, is
lBk—ll < |B| = IBk-ll + 1, omdat B, _; een onafhankelijke deelvz.
van A is, A = A_ U {ek} en B, _, een maximaal onafhankelijke
deelvz. van A . is.
Als |B| = lBk—lI’ is B _, U {ek} ¢ F (anders r(Ak) > |B|), zodat

de GA Bk = Bk_1 stelt en r(Ak) = |B| = IBk—ll = ]Bkl.



Als |B| = ]Bk_ll + 1, bestaat 0.g.v. lemma 1 een e € B \ B

met B _, U {e} ¢ F. Als e # e is ?k-l u {e} S A _;en

r(a_ )z (B _ |+ 1.
Dus e = e _en B _, U {el} cF, zodat

r(Ak) = |Bk—ll + 1= r(Bk_l U'{ek}) = r(Bk) = |Bk|.

Stelling 1 : De GA, toegepast op een matroide M = (E,F) en een reéle functie

c op E, construeert een basis van M met maximaal gewicht.

Bewijs @ B = Bn is een basis van M wegens lemma 2. Laten B en een
willekeurige basis B' van M geordend zijn naar niet-stijgende
waarde van hun elementen.

We veronderstellen: er is een element van B, zeg € met een
kleiner gewicht dan het element op de overeenkomstige plaats

van B', zeg e (dus j < k).

O.g.v. lemma 2 is r(A.) = IBj[ = r(Bj), Omdat B, # Bj volgt
r(Aj) < IBkl. Maar Bj' ='{e1 | e € B', 1 £ j} is een onafhanke-
lijke deelvz. van Aj met !Bk| elementen, zodat r(Aj) b3 lﬁﬁl.

De veronderstelling leidt tot een tegenspraak. Ieder element van
B' heeft een gewicht dat niet groter is dan het gewicht van het

overeenkomstige element van B, zodat ¢ (B') < c¢(B). . q.e.d.
1.3. Toepassingen,

1.3.1. Als we niet een basis van de matroide M = (E,F) zoeken, maar een on-
afhankelijke vz. met maximaal gewicht, kunnen we als volgt te werk gaan.

B is de deelvz. van E van elementen met positief gewicht. We definiéren op
o de matroide M = (E+, Fon E+), de restrictie van F tot E+, met als onaf-
bankelijke vzn. de onafhankelijke vzn. van M die bevat zijn in E+. Het is
duidelijk dat M aan definitie 1 voldoet.

De GA toegepast op M construeert ecen basis B' van M met maximaal gewicht.
B+ is de gezochte vz., omdat elementen uit E \ E+ niet in een maximaal wegen-
de deelvz. bevat kunnen zijn, en onafhankelijke deelvz. van M+, die geen
basis zijn van M&, uitgebreid kunnen worden tot een basis van M. We kfijgen

hetzelfde resultaat door de GA toe te paséen op M, waarbij in stap 1 B, slechts
]



dan gelijk wordt gesteld aan Bj-l U‘{ej} als Bj-l U"{ej} € F en ey > 0.

1.3.2. Een bedrijf heeft n orders in portefeuille. Van iedere order is be-—
kend op welke van de beschikbare m machines hij kan worden uitgevoerd.

Iedere order vergt &én week produktie op de machine waarop hij is ingedeeld.
Het is het bedrijf cj waard, als order j in de komende week wordt uitgevoerd.
Gevraagd wordt een optimaal produktieschema voor de komende week te ontwerpen.
Het bedrijf verstaat daaronder een indeling, waarbij allereerst zoveel moge-
lijk orders worden uitgevoerd, welke orders bovendien een zo groot mogelijke

gezamenlijke waarde moeten hebben.

Zij E = {1,...,n} de vz. van orders. Een deelvz. orders is onafhankelijk als
de orders uit deze deelvz. de komende week allen uitgevoerd kunnen worden,
Mits het aldus gedefinieerde paar M = (E,F) een matroide is, geeft de GA
een basis B van maximaal gewicht, die juist aan de optimaliteitseisen vol-
doet.

In stap 1 van de GA moeten we bepalen of Bj—l u {j} een onafhankelijke vz,

is. Definieren we probleem P(B) als

m
e iZl JEB "ij M
sz xij <1 s 1= 1,...,m
m .
X4 € {0,1} , wvoor alle i en j ,

met a,, = {j 1 s order j is uitvoerbaar op machine i

0 , anders,

dan moeten we in feite nagaan, of P(BJ._1 U {j}) een optimale oplossing met
waarde lBj_ll + 1 heeft. Een efficiénte methode hiervoor geeft b.v. [15],
p. 55 e.v. N

De optimale indeling wordt gevonden door oplossing van probleem P(Bn).

Alle orders kumnnen slechts dan in de komende week uitgevoerd worden, als



r(E) = |E|.

De matroide M = (E,F) is een zogenaamde transversaalmatroide.

Zij E een eindige vz. en J = (Sl,...,S ) een familie van niet-lege deelvzn.

van E. Een vz. A ¢'E heet een transversaal (system of distinct represent-

atives) van J als A uit m elementen bestaat, &&n uit iedere vz. Si'

A is een partiele transversaal als A transversaal is van een deelfamilie

van J. Een matroide M= (E,F), waarvan de onafhankelijke vzn. de partiéle

transversalen zijn vaﬁ een familie J = (Sl,...,SHQ, met Si < E, heet een

transversaalmatroide [25].

We moeten nog aantonen dat op deze manier inderdaad een matroide is ver-

kregen. Een deelvz. van een partiéle transversaal is opnieuw een partiéle

transversaal, dus de partiéle transversalen vormen een onafhankelijk stel-

sel. Als bewezen is dat dit stelsel aan eigenschap (3) voldoet, is M = (E,F)

een matroide.

I en J zijn twee partiéle transversalen van J met k, resp. k + 1 elementen.

Element e € I vertegenwoordigt vz. y(e) en I vertegenwoordigt ¥(I). Evenzo

vertegenwoordigt e € J x(e) en J vertegenwoordigf x(J). x(J) heeft een éle—

ment meer dan Y(I), zodat er een element in J is, zeg e z0 dat x(e]) ¢ ().

We onderscheiden twee situaties:

a) e 11 U‘{el} is een transversaal van y(I) U'{x(el)} en we zijn
klaar ;

b) e, €I nlJ. Ve herdefinieren nu w(el) = x(e]).

Omdat blijft gelden |x(J)|=[v(X)| + 1, kunnen we deze stap herhalen voor

elementen €)s€gs0eenn o Steeds is e ¢ {el""’ek—l}’ omdat na herdefinitie

geldt X({el’°'°’ek—1}) = w({el’°°°’ek—l})' Bij voortzetting van de iteratie

treedt situatie a) op, of na ten hoogste |I n J| stappen is x(I n J) =
Y(I n J). Een element e met x(e) # ¢¥(I) kan dan niet tot I n J behoren:

eeJ\IenTIu{e} is een transversaal van Y(I) u {x(e)}.

1.3.3. Het bedrijf uit toepassing 1.3.2. kent geen waarde cj aan de orders

toe, maar rangschikt deze naar dalende prioriteit; order k heeft prioriteit
boven order j als k < j, voor alle k en j. Bestaat er zoiets als een opti-

maal produktieschema [18]?

Produktieschema's die een verschillend aantal orders indelen, zijn moeilijk



vergelijkbaar. Echter, onafhankelijk van het gehanteerde kriterium, is de

vz. orders in een realiseerbaar produktieschema een onafhankelijke vz. van

de matroide M = (E,F), op dezelfde manier gedefinieerd als boven. Het maxi-
mum aantal in &&n week uit te voeren orders is r(E), en elk produktieschema
dat uit minder orders bestaat, kan worden uitgebreid tot een schema van

r(E) orders. We behoeven dus alleen schema's, afkomstig van bases van M, te
vergelijken.

De oplossing die door de GA wordt geconstrueerd bij een gegeven matroide

M = (E,F), is alleen afhankelijk van de rangschikking van de elementen van

E. Voor de orders gerangschikt naar dalende prioriteit, construeert de GA een
lexicografisch maximale oplossing B = {el”"’er(E)}' Dezelfde basis vinden
we als we de GA toepassen met een rangschikking naar dalende gewichten

ey =B~ j i.p.v. naar prioriteiten. Als B' = {e;,...,e;(E)} een andere basis
is van M, en B en B' zijn beiden gerangschikt naar dalende gewichten, dan

volgt uit het bewijs van stelling 1 :

e, ej s Vvoor j = l,,..,2(E) ,

m.a.w. iedere order in B, die niet gelijk is aan de overeenkomstige order in
B', heeft een hoger gewicht, en derhalve een hogere prioriteit dan deze laat-
ste order. Het lexicografisch maximum is dus met reden eptimaal te noemen

[26].

Opmerking.

We zien dat de basis Bn’ voortgebracht door de GA, ook de waarde (c.q. prio-
riteit) van het minimale element in de oplossing maximaliseert: Bn is ook een

oplossing van het bottleneckprobleem [13]:

max - min c. ’
BeB € B

L

als B de vz. is van alle bases van de matroide M = (E,F).



1.4, Definities van matroide.

In definitie 1 wordt een matroide gedefinieerd op grond van een collectie
onafhankelijke vzn. Daarnaast zijn definities mogelijk uitgaande van bases,
c.q. circuits, c.q. de rangfunctie r [27, 29].

In de volgende definities is E een eindige, niet-lege vz.

Definitie 2. Het paar M = (E,B), met B een niet-lege collectie deelvzn.

van E, genaamd bases, is een matroide, als geldt:

(4) geen basis is echt bevat in een andere basis;

(5) als B1 en B2 bases zijn, bestaat er bij een element e, € Bl een ele~
ment e, € B,, z6 dat (B] \ {e]}) u {ez} ook een basis is (uitwissel-

eigenschap).

Definitie 3. Het paar M = (E,C), met C een niet-lege collectie deelvzn.

van E, genaamd circuits, is een matroide, als geldt:
(6) geen circuit is echt bevat in een ander circuit;

(7N als C1 en C2

C1 U C2 waarvan e geen deel uitmaakt.

circuits zijn, en e € C1 n C2, bestaat een circuit in

Definitie 4. Het paar M = (E,r), met r een geheelwaardige functie, gedefi-

nieerd op de vz. van deelvzn. van E, is een matroide, als r voldoet

aans
(8) 0 < r(a) < |a » voor elke Ac E
(9) - r(A) £ r(B) , als AcBCE ';
(10) r(A U B) + r(A n B) £ r(A) + r(B),

s voor elke AcEen BCE ;

De definities 1, 2, 3 en 4 zijn equivalent. We bewijzen de equivalentie

van | en 4; de overige bewijzen worden aan de lezer overgelaten.

Stel M = (E,F) is een matroide gedefinieerd door onafhankelijke vzn.

Voor de functie r(A), A ¢ E, nemen we het aantal elementen van een maximaal
onafhankelijke deelvz. bevat in A. De aldus gedefinieerde r voldoet aan (8)
en (9).

Zij X een maximaal onafhankelijke vz, van A n B, voor A € E en B ¢ E.
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X kan worden uitgebreid tot een maximaal onafhankelijke vz, van A U B, zeg
Z. Zn (A B) =X, anders zou X niet maximaal zijn voor An B. Z n A is
een onafhankelijke deelvz., van A, evenals Z n B.van B.

We zien:

|z n Al + |z nB| - |X]
r(4) + r(B) - (A n B). q.e.d.

r(A u B) = |z]

IA

Omgekeerd, stel M = (E,r) is een matroide, gedefinieerd door de rangfunctie r.
We noemen een vz. A c E onafhankelijk als r(A) = |A|. Als A een deelvz. is

van een onafhankelijke vz. B, volgt uit (10) en (8):
[B] = r(8) < r(a) + r(B \ A) = x(a) + |B| - |A].

Wegens (8) geldt r(A) < |Al, zodat r(A) = IAl, m.a.w.: A is onafhankelijk.
We moeten nog aantonen dat twee maximaal onafhankelijke deelvzn. B1 en B2
van een vz. A € E evenveel elementen hebben. Zonder verlies van algemeenheid
stellen we lBll < Ile. Voor elke e € B, \ B, geldt'r(Bl u{e}h) = |B1|,
anders is B niet maximaal.

1
0.g.v. (10) vinden we voor e # f, {e,f} < B, \ B,

r(B1 u {e} u{f}) < r(B] u {e}) + r(B1 v {£f} - r(Bl)
|8, 1.

Derhalve is r(B, u{e} u {£f}) = IBII. Voegen we de elementen van B, \ B, &én

voor &én aan B, toe, dan vinden we uiteindelijk r(Bl U BZ) = |B]|.

Uit de onafhankelijkheid van B, en uit (9) volgt:

2
|B2] = r(Bz) < r(B1 ] BZ) = IBII.

Derhalve geldt IBZI = [Bl[. g.e.d,
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2. Polyhedra.

2.1, Polyhedra van matroiden.

Een onafhankelijke vz. I van de matroide M = (E,F), waarbij E de vz.
{1,...,n} is, kan worden gekarakteriseerd door een 0,l-incidentievector van

n componenten X = (X,50s05%X_)
1? *“n

1 s J el
X, =
J 0 -, anders.,

Als V, resp. VB’

vzn., resp. bases, van M, en ¢ = (cl,...,c ) is een reele vector, dan be-
n

de vz. is van alle incidentievectoren van onafhankelijke

paalt de GA een oplossing van het probleem maxv{cxlx € VB}. Dit probleem
is een lineair programmeringsprobleem, nl. maximalizeer cx over de hoek-
punten van het polyhedron PB’ gedefinieerd als de convex omhullende van VB.
Evenzo is het probleem max {cx|x € V} equivalent aan het maximaliseren van
cx over de hoekpunten van P, de convex omhullende van V.

De polyhedra P en PB’ die gegenereerd worden door de matroide M met rang-
functie r, zijn eenvoudig te beschrijven door lineaire stelsels L resp. LB.
| L is het lineaire stelsel [(11) = (12)1, LB het stelsel [(11) - (12) - (13) 1]

(n Z x, < r(A) , voor alle A cE.
jea J
(12) Xj 20 , Vvoor alle j ¢ E.
(13) ) x.=r(E) .
jEE ]

Met H, resp. H,, geven we de vz. hoekpunten van polyhedron P, resp. PB’

’
gedefinieerd dior L, resp. LB, aan. In stelling 2 wordt bewezen H = V.

Het bewijs van Edmonds [11] maakt gebruik van de eigenschappen van de GA en
laat en passant opnieuw zien dat de GA een optimale onafhankelijke vz. van
de matroide M construeert, Een soortgelijke bewijsvoering wordt door Edmonds
gehanteerd om de juistheid van twee andere algoritmen te bewijzen, nl. de

algoritme die een optimale branching construeert [8]1(zie § 3), en de algo-
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ritme ter bepaling van een maximale (gewogen) koppeling [5, 6]. Schematisch
weergegeven verloopt het bewijs als volgt:

“-

0. V is de vz. oplossingen van het beschouwde probleem;

P is een polyhedron, beschreven door een lineair stelsel L;
H is de vz. hoekpunten van P.

1. Er is een - al dan niet efficiénte - algoritme, die een element v° van V
construeert. '

2. V ©€ H, omdat iedere v € V aan L voldoet en voorgesteld kan worden als
een basisoplossing van L, i.e. de unieke oplossing van een aantal gelijk-
heden, die verkregen zijn uit ongelijkheden van L door het <-teken te
vervangen door een gelijkteken.

3. Voor een willekeurige lineaire functie cx wordt het max {cx|x ¢ P} aange-
nomen door een oplossing in V, en wel de vO die geconstrueerd wordt door
de algoritme uit punt 1. Het bewijs van deze stap is gebaseerd op de
dualiteitsstelling uit de lineaire programmering.

4. Een hoekpunt h van P is een punt van P, dat een lineaire functie, zeg
¢, %, uniek maximaliseert over P. Volgens 3. is deze unieke h een element
van V, m.a.w. H ¢ V,

5, H=V o.g.v. 2. en 4.

6. v° is een optimale oplossing van het beschouwde probleem voor een kri-
teriumfunctie ¢x o.g.v. 3. en 5..

7. Uit 1. en 6. volgt dat er een (efficiénte) algoritme bestaat ter bepaling

van een optimale oplossing van het beschouwde probleem.

Stelling 2. De vz. hoekpunten H van polyhedron P, gedefinieerd door stelsel
L=7[(11) - (12)], is precies de vz. V van incidentievectoren

van onafhankelijke vzn. van de matroide M.

Bewijs : De bewijsgang van Edmonds volgend, moeten we de punten 1, 2 en 3
waarmaken.

ad 1. We passen de GA toe op de matroide M+ = (E+,F n E+).

E = {1,...,m} < E is de vz. elementen van E met positief gewicht,
zo genummerd dat ¢y 2 c, 2 .. 2 c > 0.

De GA construeert een onafhankelijke vz. B E.E+((§ 1.3.1.).
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Als v° nemen we de incidentievector van B, dwz. v? is 1 als j e Ben
0 als j € E \ B,
Voor de deelvzn. Aj = {1,...,j} en Bj’ die optreden bij toepassing van

de GA, geldt volgens lemma 2 ;

r(Aj) = |le , voor 0 £ j < m,
Als j € B, dan r(A, ) = |B | = IB v {3 =|Bj_1] + 1= r(Aj_l) +1,
Als j € E A\ B, dan r(A ) = (B l = r(Aj—l)' We kunnen de incidentie-

vector v derhalve deflnleren als

WO={r@)-r@, ,) , jekE ,
3 3 3-1 +
0 , jeENE ,

Een incidentievector x van een onafhankelijke vz. I voldoet aan (11)
omdat voor elke A ¢ E de vz. A n I een onafhankelijke deelvz. van A is
en de waarde van het linkerlid van (11) is |A n I| =< r(a).

De 0,1-vector x is dus bevat in P. x is eenvhoekpunt van P, zijnde snij-
punt van de n hypervlakken xj =0voor je ENIen %, = r({j}) voor

i e I,

.. o .
We moeten bewijzen dat voor x = v het maximum van het l.p.-probleem

max'{cxlx € P} wordt aangenomen. Het duale probleem luidt:

min 2 r(A)uA

AcE
endex: ) u, 2c, » Vvoor alle j € E .
. A i
A3]
uy =20 s Vvoor alle A < E .

. . o
We definieren de vector u als:

>
"
b
<
o
o)
H
A
ta
N
B
1

#
(e}

]
b

0 , anders.,
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o ..
u voldoet aan de bijvoorwaarden van het duale probleem en voorts

is
m—1 "
o = ) —
AEE r(A)uA = jzl r(A){cj cj+l} + r(Am) e
m ' m o
= jZ] cj{r(Aj) - r(Aj—l)} = jzl cjvj .

Volgens de dualiteitstelling uit de lineaire programmering vormen
o o] . . .
Vv en u een optimaal paar oplossingen van het primale en het duale

probleemn,

Gevolg: De vz. hoekpunten H, van het polyhedron PB’ gedefinieerd door stel-

B

sel La» is precies de vz. VB van incidentievectoren van bases van de
matroide M. Dit vloeit voort uit het feit dat een basis van M een

hoekpunt is van P, dat bovendien voldoet aan (13).

H € V kan ook rechtstreeks worden bewezen door aan te tonen dat alle hoek-
punten van P geheelwaardig zijn, dwz. de matrix van stelsel L is unimodulair.
Als n.1l. hoekpunt h van P geheelwaardig is, dan is h een 0,l-vector en is

h incidentievector van de vz. I = {j|j ¢ E,hj = 1}. Omdat h € P, geldt

z h., £ r(I). Het aantal elementen van I is gelijk aan ? h, = 2 h.,
jel ‘ j=1 jer 3
zodat |I| < r(I) : I is een onafhankelijke vz. van de matroide M.

Omgekeerd kan de bewijsvoering van Edmonds worden gebruikt om aan te tonen

dat de hoekpunten van een polyhedron geheelwaardig zijn.
2,2, Maximale koppelingen,

In een graaf G = (V’E) heet een vz. kanten M c E een koppeling als ieder
punt van V incident -is met ten hoogste &én kant van de koppeling. Een
b-koppeling is een vz, kanten M ¢ E, zodat ieder punt i ¢ V incident is
met ten hoogste bi kanten van M. Een maximale koppeling is een koppeling
met een maximaal aantal kanten; een maximaal gewogen koppeling is een kop-
peling met een maximaal gewicht van de kanten. Een maximaal gewogen b-kop-

peling is de oplossing van het geheeltallig l.p.—probleem:
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max cx
ondexr:
(14) { Ix<b .
0<sx=s1
(15) x geheel,

met IG de punt-kant-incidentiematrix van G.

Als G bipartite is, is I_ unimodulair; de hoekpunten van het polyhedron

A{x IIGx < b,0 £x <1} z?jn dan precies de incidentievectoren van koppelingen
van G. Het maximaal gewogen koppelingsprobleem is voor een bipartite graaf
equivalent aan het LAP.

Voor een willekeurige graaf G behoeft IG niet unimodulair te zijn. Een niet-
bipartite graaf G verschilt van een bipartite graaf, doordat in G &&n of
meer cycles met een oneven aantal punten voorkomen., Als G bestaat uit &&n
oneven cycle C met 2k + 1 punten en kanten 1,2,...,2k+1, voldoet de oplos-—

| =%
In een koppeling kunnen echter maximaal k kanten van C optreden, m.a.w. elke

sing x g = eee T Eyeq T 1/2 aan de voorwaarden (14).

koppeling voldoet aan de voorwaarde

2k+1

x. <k .

j=1

We definieren bij de graaf G = (V,E) het polyhedron P door het volgende

stelsel:

IGX <1
Yy x. < 1(|s| - 1), voor S S_V,|S|'> 1 en oneven,
jes _J
x 20 »

waarbij j € S betekent dat kant j beide uiteinden in vz. S heeft.
Balinski [2] bewijst dat de hoekpunten van P precies de incidentievectoren
van koppelingen van G zijn. Het koppelingsprobleem is hiermee &&n der weini-

ge geheeltallige l.p.-problemen waarvan de convex omhullende van de oplos-

ES
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singen expliciet bepaald is. Edmonds [6] identificeert de convex omhullende
volgens de in de vorige paragraaf geschetste methode. De in stap 1 van het

bewijs benodigde algoritme is een efficiénte algoritme om een maximale kop-
peling, c.q. maximaal gewogen koppeling te bepalen.

ALGOL-procedures van deze algoritmen zijn opgenomen in de Appendix.

Een soortgelijke, eveneens efficiénte algoritme [14] bepaalt een oplossing
van het koppelingsprobleem in zijn meest algemene vorm, het geheeltallige

l.p.~probleem op grafen:

max Z c. X.
jeE J 1
onder: z a, X, < b1 , 1€V,
jeE 33
0 = xJ < aj s j ek,
xj geheel , j € E ,
waarbij aij’ bi en aj niet-negatieve gehele getallen zijn, en
Y la..| <2 ,iev.,
jeE J

(aij) is de punt-kant-incidentiematrix van een graaf G = (V,E).

Een kant j € E heeft &én of twee uiteinden. Ieder uiteinde is of een kop
(head) of een staart (tail) en is incident met &&n punt i € V. Een kant met
twee uiteinden is een schakel (link) resp. lus (loop) als deze uiteinden
incident zijn met verschillende punten, resp. hetzelfde punt. Een kant is
gericht als hij &&n kop en &&n staart heeft, anders heet hij niet-gericht.
De jde kolom van (aij) geeft de aard van kant j aan: kant j heeft twee
staarten, &&n staart, geen uiteinde, &&n kop of twee koppen incident met
punt i, als resp. aij = +2, +1, 0, -1 of -2,

De bijvoorwaarden eisen dat in een oplossing van het probleem kant j ten
hoogste multipliciteit aj heeft, en voorts dat het aantal koppen minus het
aantal staarten van de oplossing dat incident is met punt i, ten hoogste
bi is, waarbij dan ieder uiteinde meetelt voor de multipliciteit van de

kant waartoe het behoort.
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We stippen enkele toepassingen aan.

Een overdekking van punten door kanten in een graaf G = (V,E) is een vz,
kanten, zodat ieder punt van V incident is met tenminste &én kant van deze
vz. Een minimale overdekking, i.e. een overdekking met een minimaal aantal
kanten is te construeren uit een maximale koppeling M, door in ieder punt

v € V, dat niet incident is met een kant van M, een kant incident met v aan
M toe te voegen. Omgekeerd wordt uit een minimale overdekking een maximale
koppeling gevormd door in punten die incident zijn met meer dan &&n kant van
de overdekking alle kanten op &én na uit de overdekking weg te laten [191].
In het symmetrische handelsreizigersprobleem (TSP), i.e. het TSP met een
symmetrische kostenmatrix (cij)’ wordt gezocht naar een Hamiltoncircuit van
minimaal gewicht. Een Hamiltoncircuit kan worden gedefinieerd als een
samenhangende 2-koppeling van maximale cardinaliteit.

Het LAP bepaalt, als subroutine voor het TSP met n steden, een 2-koppeling
van maximale cardinaliteit in een graaf met n punten en kanten (i,j) en
(j,i) tussen elk tweetal punten. De resulterende 2-koppeling kan cycles be-
staande uit 2 kanten bevatten. In een 2-koppeling van maximale cardinaliteit,
berekend.op de volledige graaf Kn’ dwz, tussen ie&er tweetal punten looét
precies &én kant, bestaat een cycle minimaal uit 3 kanten. Deze laatste
methode geeft dus scherpere ondergrenzen voor het symmetrische TSP dan de
oplossing van het LAP en heeft als tweede, wellicht nog belangrijker voor-
deel, dat in een branch-and-bound aanpak van het TSP geen cycles van 2 kan-
ten geélimineerd behoeven te worden [3].

Het volgende probleem: "Gegeven n taken die ieder &&n tijdseenheid duren,
een partiele ordening van de taken, geinduceerd door een acyclische gerichte
graaf A, en 2 identieke machines, bepaal een volgorde van de taken, zo dat
alle taken z8 vroeg mogelijk uitgevoerd zijn", kan worden opgelost met ge-
bruik van de algoritme voor een maximale koppeling [16l Uit A wordt de com-
patibiliteits—graéf G = (V,E) afgeleid: V is de vz. taken, een kant (i,j) eV,
als taak i tegelijk met taak j kan worden uitgevoerd, dwz. in graaf A be-
staat geen gericht pad van i naar j, noch van j naar i. In G wordt een maxi-
male koppeling bepaald. Als deze koppeling m kanten heeft, 0 < m = [n/21],
zal iedere indeling van de taken tenminste n-m tijdseenheden vergen. Uit de
berekende maximale koppeling en de gegeven partiele ordening kan op eenvou-
dige wijze een indeling worden afgeleid, die n-m tijdseenheden vergt en dus

optimaal is.
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3.1. Inleiding,

We voeren allereerst een aantal begrippen in.

G = (V,E) is een gerichte graaf. Een cycle Q is een samenhangende graaf Q,
z6, dat ieder punt van Q incident is met precies twee kanten van Q. Een
eircuit is een cycle, z6, dat naar ieder punt van het circuit precies &én
kant gericht is. Een bos (forest) is een graaf zonder cycles., Een boom
(tree) is een samenhangend bos. Een vertakking (bramching) is een bos,
waarvan geen twee kanten naar hetzelfde punt gericht zijn. Een arborescence
is een samenhangende branching. Een opspannende arborescence van G is een
arborescence die incident is met alle punten van G. Een pad P is een
arborescence zodat iedere kant in P vertrekt van een ander punt in P. Een
Hamiltonpad in G is een pad dat incident is met alle punten van G. Een
wortel van een vz. S van gerichte kanten, is een punt, incident met S, 23,

dat geen kant van S gericht is naar de wortel.

Kant e, € E heeft een gewicht Cp Het gewicht van een vz. kanten is de som
van de gewichten van de kanten in de vz.. Een branching heet optimaal als
zijn gewicht maximaal is onder alle branchings op G.

Een Hamiltonpad in G van punt x naarbpunt y is een opspannende arborescence
met wortel x, die bovendien de eigenschap heeft dat van ieder punt ten
hoogste &&n kant weggaat. Berekeningen van een minimale arborescence geeft
een ondergrens voor het minimale Hamiltonpad in G en is bruikbaar als sub-
routine in een branch-and-bound aanpak van het asymmetrische TSP [21].

Een praktisch voorbeeld van een arborescence is het volgende.

Cx zijn de kosten om informatie over te brengen van het begin van kant e
naar het eind. Als de informatiekosten additief zijn, geeft een minimale
opspannende arborescence met wortel w de goedkoopste manier om alle punten

vanuit w te informeren.
3.2, Matroide formulering,

We karakteriseren een branching als een vz. kanten die onafhankelijk is zo-

wel in een matroide Ml = (E,Fl) als in een matroide M2 = (E’FZ)' Het bepalen
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van een optimale branching is het bepalen van een vz. met maximaal gewicht

in Fl n Fz.

Zij F1 de familie van alle vzn. kanten van G met de eigenschap dat geen
twee kanten van de vz. naar hetzelfde punt G gericht zijn. Het stelsel

M, = (E’Fl) is een matroide: M, is de transversaalmatroide die voortge-

1 1 ,
bracht wordt door de familie S = (Sl,...SlVl), met Si de vz. kanten gericht

naar punt i. We kunnen ook rechtstreeks bewijzen dat Ml voldoet aan de defi-

nitie van matroiden. Eigenschap(l) is triviaal. Eigenschap (2) eist dat
iedere maximaal onafhankelijke deelvz. van een vz. S © E evenveel elementen
heeft. Als VS de vz. punten van G is, waarnaar een kant van S gericht is,
dan is een vz. B € S maximaal onafhankelijk in S d.e.s.d. als naar ieder

punt van V_, precies &én kant van B gericht is. Elk maximaal onafhankelijke

S
vZ. B van S heeft IVS{ elementen.

Zij M.2 = (E’FZ) de graafmatroide bij G, dwz. F2 is de familie van alle bossen
in G.
Het is duidelijk dat een vz. in de doorsnede van de aldus gedefinieerde

Fl en F2 een branching is, en omgekeerd.

We hebben in § 2 gezien dat we bij een matroide Mi een polyhedron Pi kunnen
aangeven, en wel zo, dat de vz. hoekpunten H(Pi) van Pi gelijk is aan de
verzameling I van incidentievectoren van onafhankelijke vzn. van de matroide

Mi' Een andere stelling van Edmonds is:

Stelling 3: H(Pl n PZ) = H(Pl).n H(Pz).
Bewijs : Zie [101].

In woorden: de punten die hoekpunten zijn van Pl en PZ’ zijn hoekpunt van de

doorsnede van P, en P2, en omgekeerd. De incidentievectoren x van onafhanke-

1
lijke vzn. in M, en M, zijn derhalve hoekpunten van de doorsnede van P,
PZ’ Als L1 en L2 lineaire stelsels zijn die Pl resp. P2 bepalen, is het pro-
bleem: zoek een maximale vz. in Fl n F2 equivalent met: maximaliseer cx over

en

de hoekpunten van Ll U L2.

Voor het algemene probleem, waarbij Ml en M2 willekeurige matroiden zijn, is

een efficiente algoritme ontwikkeld door Edmonds en Lawler [11, 241,
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Voor een optimale branching zoeken we de doorsnede van twee speciale matroiden,
nl. een graafmatroide en een transversaalmatroiﬁe. De stelsels L1 en L2

kunnen in dit geval aanzienlijk gereduceerd worden. De gereduceerde stelsels
kunnen ook rechtstreeks worden afgeleid. De benadering via matroiden verschaft
de wetenschap dat de hoekpunten van de stelsels geheeltallig zijn.

We kunnen de problemen, waarvan de oplossingen gemeenschappelijke onafhanke-
lijke vzn. van &&n of meer matroiden zijn, classificeren naar het aantal
matroiden dat minimaal nodig is om een oplossing van het probleem te ver-
krijgen. Een probleem heet een p-matroide probleem als dit aantal p is.

Het STP is een l-matroide probleem (§ 1.1). We hebben bovén gezien dat het
bepalen van een optimale branching een 2-matroide probleem is.

Het lineaire transportprobleem is eveneens een 2-matroide probleem. In de
bipartite graaf met puntvzn. X en Y is bij ieder punt x € X, resp. y € Y

een geheel getal a_, resp. b_ gegeven, zodat geldt: z a_ = 7 b_ .
X V. X . y
» xeX yeY
Tussen punten x en y lopen min {ax’by} kanten, ieder met gewicht cXy .

De matroide M, = (E’Fl)’ met E de vz. kanten van de bipartite graaf, heeft

als onafhankeiijke vzn. de vzn. I ¢ E, waarvan ten Hoogste a kanten incident
zijn met ieder punt x € X. In M2 = (E,FZ) is een vz. onafhankelijk als ten
hoogste by kanten van de vz. incident zijn met ieder punt y € Y. Het LAP

is een lineair transportprobleem waarin alle a_ en by één zijn, Het is geen
l-matroideprobleem (§ 1.1), zodat het LAP en het lineaire transportprobleem
2-matroideproblemen zijn.

Voor 1- en 2-matroideproblemen bestaan efficiénte algoritmen, voor p-
matroideproblemen, p = 3, niet. Bij het zoeken naar een efficiente algoritme
voor p = 3 stuiten we al direct op de moeilijkheid dat het equivalent van

stelling 3 voor p = 3:

H(P1 n Pé n P3) = H(P]) n H(PZ) n H(P3)

i,h.a. niet geldt (zie voorbeeld 3).
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Voorbeeld 3. E = {1,2,3}.
(0,0.1) M, heeft als bases'{l,Zl_en {2,3} ,
heeft als bases {1,3} en {2,3} ,

)
M, heeft als bases {1,2} en {1,3} .

.-
-

(1,0,0)

(1,4,1) is hoekpunt van P, n P, n Py, maar niet van Pi’i = 1,2,3,
Het handelsreizigersprobleem (TSP) is een 3-matroide probleem, en als zo-
danig voor 2/3 opgelost, aldus Edmonds [11]. De matroiden Mi = (E’Fi)’

i = 1,2,3 voor het TSP hebben de volgende onafhankelijke vzn. I E_E, met E

de vz. kanten van de volledige gerichte graaf G = (V,E) :

1. IeF,, als geen twee kanten van I naar hetzelfde punt van G geticht
zijn;

2, I e F2, als geen twee kanten van I van hetzelfde punt van G vertrekken;

3. Ie F3, als I een 1-boom is, dwz. de kanten van I die niet incident

zijn met punt 1, bevatten geen cycle, en met punt 1 zijn hoogstens

twee kanten incident.
Als r(Mi) = |V|, i=1,2,3, zijn de gemeenschappelijke bases van Ml’ M2 en
M, juist de Hamiltoncircuits van G. De gemeenschappelijke bases van M, en
M2 zijn oplossingen van het LAP in de volledige bipartite graaf met vzn.
punten X =V en Y = V., De gemeenschappelijke bases van Ml en M3 zijn oplos-—
singen van het l-arborescence probleem (S1AP); een l-arborescence is een vz.
kanten A < E, z0, dat naar ieder punt van G precies 1 kant van A gericht is,
en A 88n cycle door punt 1 heeft. Voor het LAP en het SIAP, 2-matroide pro-
blemen, bestaan goede algoritmen, die gebruikt kunnen worden als subroutines

in een branch-and-bound aanpak van het asymmetrische TSP [21].
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3.3, L.p.-formulering.

Stelsel Li’ dat polyhedron Pi bij matroide Mi Bépaalt, is (zie § 2.1) :

) %, < ri(A) s voor alle A ¢ E
jeA
(16) 1€
xj 20 s voor alle j € E.

Voor stelsel L1 is rang rl(A) het aantal punten van G, waarnaar kanten van
vz. A gericht zijn. Als we voor A alle kanten gericht naar een punt v nemen,
is rl(A) =1,

Stelsel L] bevat het volgende stelsel:

1A
—

I ox

| 3 ’ voor alle v € V,
jlh.=v
]

an

x. 20 , voor alle j € E,

met hj het einde van kant ej = (tj’hj)'
Omgekeerd impliceert stelsel (17) ook L,

) ox. < ) ) x, < |v.| =1x () .
jeA veV jlh.=v J A !

L, herschrijven we als volgt. zij J = {s]|s cv, |s| =2},
Voor een S ¢ J geldt:

(18) j{{t.ih.}cs x; rz({ejlej = (5500, {tj,hjkgs}) <|s| -1.
3173

Omgekeerd, stel (18) geldt voor alle S ¢ J. A is een vz. kanten van G, be-
staande uit p disjuncte vzn. A
A. Dan

""’Ap’ en V, is de vz. punten incident met

1 A
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) ) x.

i=1 jl{t.,h.}ev J
Jl J, J __Ai N

A

A
I i°)

(v, |-
i=1 i
) izl T2 (4
= rz(A)

Een optimale branching wordt derhalve gevonden als een hoekpuntoplossing

van het l.p.-probleem:

n
(19) maximaliseer ) c.x,
P
J
onder:
(20) Z x., <1 , voor alle v e V
jlh.=v ] ~
J
2D x, £ 1S] -1, wvoor alle S € J
il{n.,t.}es 3
RN B .
(22) _ xj z 0 » Vvoor alle j € E
Het duale probleem luidt:
(23) minimaliseer ) u_+ ) (|s|]-1) ¥
v v S
veV SeJ
onder:
(24) w o+ Y Yg 2 ¢, , voor alle j €E
i s|solt.,h.} J
- 3 1
(25) u 2 0 , voor alle v eV

vg 2 0 , voor alle S ¢ J.
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Een branching B is optimaal d.e.s.d. als we een duale oplossing (u,y)
kunnen construeren, z5, dat (u,y) en incidentievector x van B voldoen aan

de voorwaarden (20) - (22), (24) - (25) en hun kriteriumwaarden gelijk zijn,

dwz. :
(26) e. € B= + D) Yo = C.
J "y s|s>{t,,n,} 5 J
- 1 1]
(27) u, > 0=>een kant van B is naar v gericht
(28) Yo > 0= ) x, = || -1

S . ~
{t.,h.}es I
Jl 32050=

("de branching beperkt tot punten van S
heeft |S| - 1 kanten")

De algoritme werkt niet expliciet met deze optimaliteitsvoorwaarden. Zij
construeert een branching B op een zodanige manier dat bij B altijd een

duale oplossing kan worden gevonden met dezelfde kriteriumwaarde als B.

3.4, Algoritme.

L0: Initaliseer:
0 _ 0 .0

G =G,V =V, E =E ; 4
WO =V (Wl is de vz. van nog niet beschouwde punten in Gl) ;
S0 =0 (Sl is de vz. van geselecteerde kanten in Gl) H
i=0.

Li: Als Wi = @, dwz. alle punten van Gi zijn beschouwd, ga dan naar Nl.

L2: Kies v ¢ Wi en stel Wi = Wi \ {v}.

L3: Bepaal een kant in Ei, gericht naar v, met maximaal positief gewicht
onder de k§nten gericht naar V. Als zo'n kant bestaat, zeg e = w,.v),
stel dan st =5ty {ek}. . .

L4: Als S' een branching is in Gl, dwz. er is in S* geen pad van v naar w,

ga dan naar L1,
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.. i . . , i )
Ml: Er is in S8  een uniek circuit Q@ , gevormd door e, en het pad van v
.ol . i+l
naar w in S*. Genereer een nieuwe graaf G door de punten en kanten

in Q1 in te krimpen tot &&n punt als volgt:

i+ i ,. . . . .. i
v I bevat de punten van V die niet incident zijn met Q en
AL+]
een punt v H
i+1 i .. P .. .
E bevat alle kanten van E~ die ten hoogste &én uiteinde in

i . i oo s . i . i+
Q1 hebben; een kant in E' met uiteinde in Q1 heeft in E' !

Ai+ . s cos .
punt v ! als dat uiteinde, de overige uiteinden zijn dezelfde

i i+l
voor E* en E R

. i+l .. i+l . .
M2: De gewichten c; ! zijn onveranderd voor kanten e; ! niet gericht naar
1

. . . . ' . A .
$1+1, dwz. c;+ = c;. Als e; ! gericht is naar vl+l, zeg e; = (t,h)

o e s i . i
en h is incident met Q , dan wordt een correctie toegepast op Cr

(Fig. 2):

? Ai+1

t v

i+l

Figuur 2

i+l i + ci Ci
k Cx min r?

L. 1 . i, .. . ‘
waarbij e in een kant in Q is met minimaal gewicht onder de kanten

i i . i .
van Q, en e. de kant in Q gericht naar h.

. . . s . ..
m3: stel Wil = wh o viTD oy (6 en 5T - st Qb

i+l , . . i+l Ai+ i+l .
st ! is een branching in G , omdat naar v ! geen kant van S is

. . i+1 .
gericht en voor de overige punten van V geen verschil bestaat t.o.v.
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M4 :

Nl:

N3:

. .. i
de situatie in G .

Stel i := i+l. Ga naar Ll; .

Stel p=1i en BP = sP, BP is een branching in GP.

Ga naar N3.

P := p - 1. Bepaal branching BP en GP als volgt.

BP+l U Qp bevat precies &én circuit, n.l. QP. Als in GP geen kant van
BP+l gericht is, verkrijgen we een branching door uit Qp kant egin

weg te laten:

BP = Bp+1 u QP \ {egin}. Anders, stel e£+1 € Bp+1 is gericht naar Op+l
in Bp+1, en e£+l is ontstaan uit ei = (t,h), h incident met Qp.

In Qp is een kant, zeg ei gericht naar h. Door BP = Bp+l U QP \ {eg}
te stellen, wordt het circuit Qp verbroken en is naar h slechts @én
kant van BP gericht: BP is een branching. ‘

Als p > 0, ga naar N2,

Anders stop: BO is de gezochte optimale branching.

Een ALGOL-procedure van de algoritme is opgenomen in de Appendix.

Figuur 3 geeft een voorbeeld.

L%
~

&> [
U o T M
NN

-~/

CENE

L
) )
& D

1 1 '
G en S —_ G en S

CaudWu

o,

G1 en Bl ( G en B2

gerichte kant met gewicht c

kant in st

kant in BP

&

Figuur 3. Voorbeeld van de constructie van een optimale branching.
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3.5. Efficiency en optimaliteit,

De algoritme levert een branching B0 op, en wel op een efficiénte manier.
Immers de stappen M1-M4 worden hoogstens |V| keer doorlopen. Het werk in
deze stappen is van de orde lE{. Tussen twee inkrimpingen wordt iedere kant

ten hoogste &&n keer bekeken. De tijdsduur van de stappen NI-N3 is in de

orde |V|. De algoritme is dus van de orde |V| x |E

Om te bewijzen:

Stelling 4. Er is een efficieénte algoritme om een optimale branching te

bepalen.

behoeven we nog slechts te laten zien dat BO inderdaad optimaal is. Edmonds
[7] construeert een rij van duale oplossingen (up,yp), p=1i, i-1,...,0.
Vervolgens toont hij inductief aan dat elk paar van oplossingen BP en (up,yp)
voldoet aan de optimaliteitsvoorwaarden (26) - (28), toegepast op de graaf

¢® voor p=41i, i-1,...,0.

De algoritme gebruikt het onhanteerbare deel van de l.p.-formulering, n.l.

de 2 Vi IV| - 1 voorwaarden (21), niet expliciet. Zij begint een optimale
oplossing op te bouwen van l.p.-probleem (19) - (20) - (22). Zodra een
voorwaarde (21) geschonden wordt, dwz. er is een circuit gevormd, hetgeen
eenvoudig is vast te stellen, worden een nieuwe graaf en branching gevormd,
waarvoor de voorwaarden (21) weer allen gelden.

Dat deze werkwijze tot een optimaal resultaat leidt, wordt achteraf aange-
toond door de dualiteitstheorie wvan de lineaire programmering toe te passen
op de volledige l.p.-formulering. De l.p.~formulering van dit combinatorische
probleem, hoe omvangrijk ook, is zo toch van nut bij de ontwikkeling van de

algoritme.
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Appendix : ALGOL-procedures.

BEAL PRRCEDUBE OPTIMUM FOREST KRUSKAL

(MyN, TAIL ,HEAD ,C, TYPE,FOREST)

¥ALUE MeNy TYPE} lNIEGEB MyNy TYPE] e b
LNIEGER ARBAY TAIL,HEAD,FOREST) BEAL 8BRAY cr
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"COMMENT OPTIMUM FOREST KRUSKAL DETERMINES |N A NéﬂldiRECTsd'GRAPH”&}””““”"”W

__ACCORDING TO AN ALGORITHM OF y, KRUSKAL,PROC AM, MATH,S0G,

2019561 48«50 |
JF_TYPEC 0 A MAX|MUM WEIGHT FOREST,

IF TYPER O A MAXIMUM WEIGHT FOREST AMONG THE FORESTS -

WiTH MAX|MUM CAKDINAL}TY

(THUS |F POSSIHLE A MAX|MUM SPANN{NG TREE),

IF_TYPE» 0 A MINIMUM WEIGHT FQREST AMONG THE FORESTS

WiTH MAX|MUM CARDINAL}TY

ATHUS |F POSSIHLE A MINIMUM SPANNING TREE),

INPUT ' = M, RESP N IS THE NUMBER OF VERT|CEB, RESP EDGES OF @,

w EDGE W IS INCIDENT TO TA|L{J] AND HEAD[J],

w Cl[J} 18 THE WE|GHT OF EDGE oy

THE WE|GHT, RESP THE CARDINALITY OF THE SOLYTION,
= FOREST[1), 1si, ,FOREST{0), CONTAINS THE ADRESS OF

LOVTPUT} = OPTIMUM FOREST KRUSKAL, RESP FOREST{0] IS EQUAL To

THE VERTICES, INCIDENT TO THE {TH EDGE OF THE SQLuUTiaN,

INTHE ARRAYS TAIL AND HEAD)

_JNIEGER KtV'CTnCHnG'PKoCARD:DlRoMZOLAST’ BEAL ¢K)

INIEGER ARBAY PU4IN],GOMP,NEXTIL M)}

TEQR Vs 4 SIER 1 WNTLL M QQ COMPIVIis NEXT(V]ia V)
CEGB Kim 4 SIER 1 UNILIL N QR P{Kiim K|

VEC IND QSORT(C,P,4,N)}

. 4E TYPE>0 IBEN

BEGLIN DIRjs 1) Kim 0) LAST!a& N+4 ENR ELSE

_BEGLIN  DIRis =1j Ki= N#ij WLASTim 0) LE TYPED THEN

" EQR Gis LAST#Y WHILE CIP{G6])S0 DO LASTIS G
EbD)
CARDIE 0} CKie Uj Milm Mm1}

“'MAIN PROGRAM}

LouTh

EDB Kin K#DIR WOLILE K#LAST QO

- BEGLIN Ptz P{K]} CHi{m COMP(HEAD[PK}]} &Fir COMPTAILLIPK]])

4B CH ¢ €T THEN

REG.LN CARRI=s CARD#31) CKja CK“W{PK]] POREST[CARDJIB PR}

_4E CARDaMi THEN 6QIQ OUT)

EQR Gi® GH,NEXTIG] KHLLE G#CH RQ CoMplelis cTj =7

- we. GFB NEXT{cH]} NEXT{CH]i® NEXT[CT}] NEXT{GT]¢{2 G
ENR

JENRY
FORESTI0]18 GARD] OPT (MUM FUREST KRUSKAL 1P GK

~ENR . OPTIMUM _FOREST KRUSKALL. . ..o
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BEAL ERQCEQUBE GREEDY ALGOR|THM FOR
OPT|MUM TRANSVERSAL(N,MsC,L,L|5T,R)}
YGLUE Nym) INIEGER N,Mj BRBAY €} LNIEGES ABBAY LyLIST,R)

SQMUENY GREEDY ALGOR|ITHM FOR OPT|MUM TRANSYERSAL COMPYTES
A PART|AL TRANSVERSA|, OF MAX|MUM WE|GHT AMONG THE
PARTIAL TRANSVERSALS OF MaX|MUM CARD[NAL|TY OF
A FAM|LY OF SETS Se(S{, 15M), EACH SET §|
CONS|ST|NG OF ELEMENTS .OF A SET E,
ACCORDING TO THE GREEDY ALGOR|THM,
INPUT) N |S:THE NUMBER OF ELEMENTS OfF SET E,
M IS THE NUMBER OF SE™S QF PAM|LY S,
ClJ] IS THE WE|GHT OF ELEMENT J OF SET E,
L{1] CONTA|NS ThHE ADDRESS OF THE F|RST ELEMENT
OF SET §) IN LIST, THE NEXT ADDRESSES OF L |ST
- UNT|L A ZERO |S§ MET CONTA|N THE OTHER ELEMENTS DF 51,
OUTPUT) ELEMENT J REPRESENTS [N THE OPT|MAL SOLUT|ON SEY RV,
OR DOES NOT BELONG 'TO THE OPT|MAL SOLUT|ON |P R{J)=U,
R{0] IS EQUAL, TO 'THE CARDINAL|TY OF THE SOLUT|6N,
GREEDY ALGOR|THM FOR OPT|MAL TRANSVERSAL |8 EQUAL TO
THE WE{|GHY OF THE OPT|MAL SOLUTION)

BEGLY LNIEGER |,9,10,v0,CARD,PY, 1L} BEAL Z)
INIEGER ABBAX LAB[1IM),P,LABJ[LIN]}

BBQSERUBE LABEL(J)J YALUE V) LNIEGER. v)
BEGIN  LNIEGER S} Stz L{J])
EQR 1018 LIST{S] yuiLg 10»0 pQ
BEGLN  LE LABL|0I=0 IHEN ’
BEGLN LABLIOYIe ) YOIs R[|0))
LE V080 IHEN LABEW(VO) ELSE BREAK

ENR
ENR LABEL;

BEQGERUBE BREAK)
BEGIN EQB 10t® 10,11 WULLE wO$Py 2Q
BEGLN R{I1D)}= Josa LAB{|0]}
1318 LABYIJU)) LABJ[WOYIs |0
ENQ}

248 Z & C[PJ]}| CARDIS CARD ¢ 1}
GRIQ LE CARD<M IWEN"NEXTJ ELSE OUT
END BREAK}

EQR Jys 4 SIEP 1 YNILL N RR Pidiim I3

VEC IND QSORT(CiP,1,N)}

CARDt= 0} 2is 0

EQ8 tiw 1 SICE 1 UNILL M QQ R{iy1a 0y

EQB Wi= N SIEE =4 WNILL 3 D@

BEGIN EQB ifs 1 8SIEB 1 yNILL M DO LAB(|]ir 0}
Pyie P{J)} LABEL(PJ]}

NEXTJ}

ENQ;

Rf0)ts CARD}

GREEDY ALGOR|THM FOR OPT|MUM TRANSVERSAL{Z Z

ENQ OPT|MUM TRANSVERSAL) )

OUT}
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HNLNIEGEB EBOGEDRURE MAXIMUM MATCHING EDMONDS (M,N,EDGE,MATCH))
YaLMER MoNj INIEGER M,N; LNIESER ARBAY EDGE,MATCH)
""""""""""""""""""" COMMENT MAX |MUM MATCHING EDMONDS COMPUTES A MATCHING OF
_ MAXIMUM CARDINALITY OF A GRAPH @ ACCORDING TO
AN ALGOR|THM OF JACK EDMONDS, CANAD,J,MATH, 12(3965),449%467,
INPUT} M, RESP, N |5 THE NUMBER OF VERT|CES, RESP, EDGES OF @,
THE VERT|CES |NC{DENT ON EDGE J ARE G|VEN ‘
. _IN EDGE[=J) AND EDGE{YJ), )
OUTPUTI MAXIMUM MATCHING EDMONDS IS EQUA|L TO THE NUMBER OF MATCHES, =~~~
MATCHI 1] CONTA!NS THE MATCH OF VERYEX |,
T OR ZERO IF ! 15 EXPOSED} ‘

aEell INTEGER E,V,ORIGIN,W,K,K1,MT,LAR,EXPOSED M4~
_DOOLEAN BACK; BQOLEAN ABRAY ACTLO|NIj '
LNIEGER ABRAY NEXT{mNINJ],FIRST,CYCLE, MATE:LABELlUlM*MI.FLDweR;M.M~M),

NTEGEB PRBOGEQYRE EXPAND(V}} YARLUE VI lNIEﬁEB Vi ,
_ BEGIN LNIEGEB Keklav0,v1,v2,B,82}) v0te FLOWERIV)}
Eys FIRSTIV]} MTi= Ats({MATE(V])}) LABja: ABS(LABELSV!)['B2|~”0) ;
_EQB viie y0,v2 ¥WHILE vi § vO D@
BEGLN Kii® B) vaim cYQLEIVL]}
Eiw LP VR24VU IHEN FIRSTIVZ) ELSE 0
EGR Kgte K1,NEXTIKL} WHLILE Ki%E DO
CBEGLN  Kim Ki) EDGE[mKjim Vij o
T Wiz EDGE{K)} ACT[ABS{K)Jt®m wgyij o
HE WeMT THEN Blis Vi) LE wakAB IREN B2is Vi

4:123)
NEXTIKII=® O

TENDS

T LE MTeQ IMEN BEGLN Bit= V0) QIR EXI ENQJ

EXL1 7 EQR viis CYGLE!BLJ,CYchEIVO) WHLLE Vi4BL RO
BEGLIN  MATElvi)i= vOt® CYCLE[VL1]} MATE([VD]i= vi)

_ENQI

LE BACK v EmO IHEN EXPANDI® 0 ELSE.

BEGIN LABEL[B1])1s LE E>0 IHEN «V0 EL3E =CYCLE[BL))
EXPANDI® Efn ABS(E)} LABEL{E]l® B2

ENR

“enai”

BBOCERUBE SEARCH(V) | YALWE Vi INIEGER Vi
i . BBGLN JNIEGER VEF .

LE VvsMi THEN M1is MLel BLSE MATE{V]ias LABEL[V)t®m P|RST(VIim 0}

MATE(MT]j® LABEL[MT]t= Bij MATE(BL]is MT; LABEL[H2]}% «LAB}

LE ViaB2 IUEN Et= VO ELSE LE vOmB2 [HEN &im mvi T T
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RBOCEQUBE EVEN(V,w)) YALUE Vcwi LNIEGER VW)
BEGLN lNIEQEB K1 WABEL[VIi= W;
EQR Kjy= FIRST{V],NEXTIK) WHILE K$0 ~ MATESVI#O BQ
lE ACT{ABS(K)] IHEN
BEGLN  wim EDGE[K]}}; MTis MATE(W)) LABgs LABEL[y)}
«E LAB 8 O LHEN
REGLN  LE MT=ewé THEN AUGMENT(WsY))
LE MT>0 THEN
e BEGLN LABEL{W]i® mv} EVEN(MT,y) ENR
N

EkL8
LhE LAB20 A MTHV THEN SHRINK(W,V) .

.gun”wwm

. END EVEN)

BROCERUBE AUGMENT(V,W)1 VAKUE Y.V} LNI:GES VoW

 BESLY
AML MATELYIis W) MATEIWII= V) LB W § ORIGIN JHEN

BEGIN Via LABELIW)} Wiz «LABELIV)) GQIQ AM ;an; T

EXPOSED|m EXPOSED w 2} §QIQ OUTSEARCH

ENR AUGMENT)
" BBOCEQURE SHRINK(W, V) MALUE W,V) INIEGER W,V

BEGLN  LNIEGER V0,vi,K,K1} L
Mite Misi3 LABla LABEL{W]] LABELIW]is FLOWERtmilzn Vi
CFIRSTIM1Y1= FIRST{V]) Kia 0} o
EQE vQt= v,vi ¥HILE VO ¥ V RQ
CBEGLIN  viim cYCLE{VOli=z ABS(LABELLIVO|)}
MATE{vO)t=s LABEL{VO)Im 0}
NEXT(KIta Kits F|RST]VO]}
EQB Kitm K4, NEXTI{K) WHILE K140 D9
. BEGLN Ki® K1} EDGE[w=K]id My} -
LE EDGE(K]aMy THEN ACTIABS(K))i= FALSE
.. EBNR , .
ENRJ

LE MATE[ORIGIN]A0 THEN

BEGLN ORIGINie ML} MATE[MA)in =wb) EVEN(ML,M1) ENQ .ELSE
BEGLN MATE(ML]ts LAB; MATE[LABI|= M1} EVEN(ML,LAB) ENR .

“ENR SHRINK}

" BBQCERUBE MUNGARIAN}

BEGLN  LNIEGER V,kJ

AGAINI EQB Vi3 Mi HIELE =1 UNILk M+1 DO LE LABEL (V<0 IQEN e

BEGLYN Lis EXPAND(V); LE L%0 IO

... BNR O
ENDS

CORIGINt® V) EQB Ki= FIRSTIV]),NEXT{K] WHILE K#0 pR
_LE MATE[EDGELIK))=S=wd IHEN AUGMENT(EDGE[K},Vv))

EQR vi:i= 1 BIEE 1 UNILL M1 RBQ WABEL{Vili= 0)
EVEN(V,V)} HUNGARIAN; ,

SEPARATE! MATE([CRIGIN)i® 03 EXPOSEDIa EXPOSED=Y}

EQB vi:a. 1 BIEP 4 UNILL ™M1 RQ LE LABEL[vVi}$U IHE@
CBEGLN  MATE([V1]i= eMATE({VL])}

EQR k)3 FleT[V1}.NEXT!KI WYLLE K$0 DQ AGT(ABS(K)]i= EA&SE

ENRE

" OUTSEARCH}
. ENR SEARCH}

HEN. e
BEGLN Vi=s LABEL(L}) EVEN(L,Y)}) GRIQ AGAIN END



35

EXPOSED!_: Mita My
EQB Vi= 4 SIEE 1 WNILL M DQ '
BRGLN FIRSTIVII® CYCLE[V]I= ) MATE[V]I® =y ENRS

EQB Ege 1 SIER 1 YUMNILL N Q@
L DBGLN  ACTIE):= TRUEj Via EOGE(«E]} wis EOGELE);

NEXT[wE)jz FIRST(W)] FIRST{W)In wE} CYCLE[W]im CYCLE[W]s1) =
_ NEXTL E}gm FIRST[V]} FIRST[V]ia EJ CYCRE[V)1m CYCLE([V)+y

gy
INITY BACK)= FEALSES

EQR vim 4 SIEP 1 UNILL M RO IE CYGLEIV)sS IHEN
.. BEGJN E1= CYCLE[V]) CYCLE[Vita ,6; EXPOSED|®m EXPOSEDwE®Y)
JE E=0 JHEN MATE(V11= 0 ELSE .
- BEG.LN Kis FPIRST(V]}) '
£QR Kiis K WHILE =ACT(ABS{K)) RQ Ki= NEXT{K]j
BACK1a IBUE] Wiw EDGE(K]j MATE(V]|a =W MATE[W) = mV)

ACT[ABS(K)JIe EALSE) CYCLE(W)|n w6)
EQR Kiim FIABTIW],NEXTIKL] WHILE Ki$0 QQ

LE AGTIABS(KL)) THEN

. BBELN  ACT{ABS(K1)1i= EALSE} e e
Wis EDGEIKL)} CYCLE[W] 1A CYCLE{W]n]
ENR D B R o

CEND

. ENRy , e .
lg BACK THEN @QIQ iNiyp;
EQB vi= 1 SIEE 1 UNILL M DQ LE MATE(vV]a=,6 IHEN _ _ o
BEGIN Ky® FIRST[V]) EQR Klie K WHILE ~ACT(ABS(K) ] pQ, Kt® NEXT[K})
woeo . FIRSTIVIi= K} EQR Kiie NEXT[K) ¥PlLE K1%0 DQ -
AE ACT[ABS(K4)) IHEN Kia Ki ELSE NEXT(Kjim NEXT{K3} =~~~
. BERY , L : o I
EQB vis 1, v+l ¥HILE EXPOSED>1 [*e}

LE MATE(V)ar,6 IHEN SEARGH(Y))

. BACKj1a IRYES
EQGR Vym M1 SIEP =1 UNTLL mM+i DO

_AE FIRST[V)$0 IHEN EXPAND(V)j N
Kia 0} EQB Vi= 1 SIEE 1 WNTIL M pg

BEGLN  wi= ABSIMATELY))| MATCHIv]i= wi® LE w=w6 JHEN O GRSE wi_
. LE W>V IHEN Ki=m Kei )
CBHRG

MAX |MUM MATCHING EDMONDS 38 K~ =7
RNQ _MAX|MUM MATCHI(NGy e e e e e e e e




BEAL EBGCEDLBE MAX|MUM WEIGHTED MATGH|NG EDMONDS {M)N,EDGE ,C,MATGH) |
YOLUE MiN} INIEGER M,Nj LNIEGEB ABBAY EOGE,MATCH} BEgL. ABBAY C)

SOMPENT MAX|MUM WE|GHTED MATCHING EDMONDS COMPUTES 4 MATCH{NG OF
MAX|MUM WEIGHT OF A GRAPH @ ACCORD|NG TO
AN ALGOR|THM OF JACK EDMONDS, JNBRSS 62(1965),125%140,
INPUTE  M,RESP, N |S THE NUMBER OF VERT|CES, RESP, EPGES OF @,
THE VERT|CES |NC|DENT ON EDGE J ARE G|VEN '
IN EDGE[«J] AND EDGE(,),
C{Jd) I8 THE WE|GHY OF EDGE 4,
OUTPUT] MAX|MUM WE|GHTED MATCHING EOMONDS |S EQUAL TO -
THE MAX|MUM WE|GHT OF A MATGHING,
«MATCH{)] CONTAINS THE MATCH OF VERTEX |,
. +OR ZERQ |F | |S EXPOSED, FOR (>0,
MATCH[O] CONTA|NS THE NUMBER OF MATCHES)

EEQJ.N J;uIEGgg EoVanQRIGIN:A,K.H.MT,LAB,M:L,H
BE4L P,Q) BOQLEAN BACK) BEAL ABRAY Ci[iiMeM]) ,
INIEGER ABBAY NEXT[aNIN],F|RST,CYCLE,MATE, LABEL, M|NV[QIM4M],
ACTIOIN} yR[ml 1 MaMY)

EBQCERUBE EVEN(V,W)} VARLUE v,w) INTEGER V,¥)
BEGLN  INIEGER K} LABELIVI|S W) LE C1[V]<un7 IHEN AUGMENT(V,;V))
EQB Kia FIRST[V],NEXT[K) WHLLE K$0 ~ MATE[VI$0 2§
- E ACT[ABS(K)|ri THEN
BEGJN  wi® EDGE[K)] MTim MATEIW]} LABI& LABELIW)}
LE LAB ® ¢ THEN
BEGLN  LE MTawwé IHEN AUGMENTI(W,V))
A6 MT>0 THEN BEGLN LABELIW)I= wvi EVEN(MT,v) END
END ELSk ‘
4E LAB>D A MTRV IHEN. SHRINK(W,V]

ENQ
END EVEN)

EBOCERUBE AUGMENT(vV,v)) YaLUE V,w; LNIEGER V,v)
BEGIN AE vaw IMEN BEGLY MATELIV]im =wb) GOTQ AMI E8Qy
AMY . MATELV)ia W) MATE(W]is v}
AML} LE WHOR|G|N THEN
BEGLIN Vis LABELIW)} Wim L ABEL[V]} G0ID AM END3
GRIQ NEWNQDE
END AUGMENT;

BBQCERUBE SHRINK(W,V)} MALUE W,V LNIEGEB W,v)
BEGLY  INIEGEB VO,V1,K,K1,K2,A) K= CYCLE[OR|G|NJIs 0}
EQB V01® V,ABS(LABEL(VO)) WHILE VO4OR|G|N QQ CYChE{K]Ia Kim vp}
{E K$ORIGIN JHEN CYCLEIK)j{= OR|G|N] Ki= V) :
EQB VOI® W,ABS(LABEL[vO]) WHILE IRUE RQ
BEGIN  EQB V= CyCLE[O0],CYCLEIV) YHILE V$0 D@
LE VsVD THEN GRIQ RQUND}
CYCLEIVD)t1m K} Kim VO
ENRY '
ROUNDY CYCLE({VU]ir K} Mijz Miel} LABj}a LABEGL[V]S aim ;6U0)
EQR VOi1® v,CYCLE[VO) WHILE VO $ v BQ
RBEGIN  MATE[vOl(=s LABEL[VO)ia 0}
LB €1{v0)<Q THEN. BEGLN @I® GL{V0)]) Wis vU END}
EQR Ky» FIRST{VO],NEXTIK] WHILE K40 DQ ERGE[nK)im MY
ENR}
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MINVIML) = VO12 W) CL[M11|=s Q) Pim U] FIRSTIML}:3 Kgls FIRSTIW])
sHi EQB Kit= K1,NEXT{k1}] WHILE K1%0 D@
BEGLN Kis Ki| K234 ABS(K); Vii=z EDGE[K]}
L& viaMl IE;N ACTIKZ2]) 15 2#ACT{K2) ELSE
BESIN  CtK2)y= C[K2]1sP; LE ACT[KZ2)J=1 THEN
- BEGLN LB =LABEL[VL1)=aY0 IHEN LABEL[VL]ia «Mi END

41 3]
vOots CYCLELVOSI LE vUs¥ IHEN
BEGLN NEXT[K]ys Kyta FIRST[VQ)] Pis C1(V0)~0} GQIQ SH ENQI
LE LAB=V IWEN BEQIN ORIG|N{= M1; MATEIML)|= =,6; EVEN(Mi, M1) END
ELEL BEGLN MATE[LAB]i= M1} MATE(MLli= LAB} EVEN(M3,LAB) END
ENR SHRINK}

BBQCERUBE EXPANP({V)} yALUE VI LNIEGER Vi
BEGIN  LNIEGER ¥,K1,K2,v0,v1,V2,A,B1,82; BEAL. CK2,CMT,CLAB;
Kiis PIRSTI{Y)) MTys ABS(MATE(V]))} LABja ABS (LABEL[V))}
VOis MINVIV]) Q1= C1lv0]} B21= 0} CLABI® CMTim 0] Egs P{RST[VD])
EQR viia v0,v2 WHILE visvo RQ
BEGLY Plz Cl{vil=w} Kits EJ V2is CYCLE[VL)}
Eiz LE V23VU IHEN FIRSTIV2] ELSE 0;
EQB Kit® Ki,NEXTIKL] WHILE K1$E pQ
BEGLN K1z Ki| EDGE(mK]jm vi} K2ir ABS(K)) A}a ACTI{K2]}
LE ABS(A)$1 THEN ACTIK21:s A/2, ELSE
BEGLN  €K21s C(KZ2)} CiK2}t= CK2+P; Wia EDGE(K))
LB w=MT  XHEN BEGLN LE cK2>CMT  THEN
BEGLY CMT = CK2; 8113 V1 ENR ENDI
LE welLAB THEN BEGLN [P CX2>CLAB THEN
BEGLN CLABI®= CK23 BZis V1 ENR END

1.1

4.1+ 3}

NEXTIKIIag 0
ENQ)
4E vEML THEN MLt® Mlei ELSE MATE[V]is LABEL[V]1= F(RSTIVI{® 0}
4E MTsQ v MT=,6 THEN BEGIN Bljs VO) GQIQ Exi ENOQJ
MATE(MT) 15 LABEL[MT]ie B1j MATE(BL)ia MT; LABEL[H2)93 =L,AB}

EX3 EQB V113 CyCLEIBL),CYcLEIVO] WHILE Vi481 DQ

BEGLN  MATE[vi)jia VOje= CYCLE[VL}} MATE{VO]i= Vi)

" 4E VisB2 THEN Et= VO ELSE LE VORB2 IHEN Eys wyi
ENRs

LE =BACK ~ E % 0 IHEW

BESLN  LABEL[BL)i='Lf E>) IHEN »V0 ELSE =CYCLE[83)1}
EVEN(ABS(E),B2)
ENR

END EXPAND

BRQCERWRE MIN(c)j ¥ALUE ¢ BEak €3 LE GS@ IHEN.

BEGLN  Hi= LE C<@ THEN 1 ELSE Helj Q)8 ¢

y MINVIRIi= LE LABRO TUEN K ELSE LE LAB®0 IHEN Vewd ELSE =Veud
END}S

Ml1= M) Qi= 04 NEXT[O}im @3

EOB Vvims 1 SIER 1 WUNILL M pQ

BEGLY FIRSTIV](= 0} MATE[v]in w6 END}

ESB Eja & SIEE 1 UNILL N Q@ ,

BEG.LN ACTIE]1S =1 Vim EDGE([mE); Wiw EDGE[E}) LE CLE}>S® THEN Q12 CLE)}
NEXT{wE] 2 PIRST{W)} FIRSTIW]l® «E}
NEXTI E)Is FIRST{V}} FIRST[(V]in E

ENQ)

@im Q/2) EQB Vi® .31 SIEL 4 MNILL M B2 CLiV])is LE FIRSTIV]4$0 LHEN @ ELSE 0}
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NEWNOPE |
EQR vis 1 SIEE 1 UNILL ™1 RQ JLE MATE(VJ--ué o CLly)>um7 IHE NN
BACK = zayg; §QIg oUT; wa7 THEN GQIQ NN)
NNt EQB wym 1 SIER 1 UNILL M1 R@ LABEL!Wlti 0}
ORIGINl! Vi EVEN{V,V);

HUNGAR | AN |
Qfn 4600} Eiz 0} Fis wij
EQB Vi= 1 SIER 3 UNILL M3 RQ
BEGLIN  LABi=m LABEL[V]) LE LAB>D IHEN
BEGLN  Pi= CL(V]) MIN(P)} LABI® 0) R{E}in Eta V]
EQB Kia FIRST(V],NEXT(K] ¥HLLE. K$0 RQ
LE ACT{ABS(K)jang THEN.
BESIN  Wi= EDGEIK]j A= LABELIW]) LE. A0 IHEN
BEGLN Ajs LE AsQ TUEN 1 ELSE
LE K>0 IHEN 2 ELSE Uy
£AD LE A»Q IHEN MIN((PsCL{w]nCLABB(K)])/A)

ERR
EBR ELSE LE LAB<D THEN
£xa) BEGIN RUF)1= Fim vy LE VO>MIHEN MINCCLIMINVIV]I=C3{V]) END

R{EJ1= R{FI1= O} EQB vis RIUJ,RIV) WHLILE V$0 DQ CltVIza ‘Cilviea}
via R{=1])) LE v$0 IDEN EQB vie V,R{V) WHILE V$0 RQ
BEGIN  ciIvli= ci(vleq) EQH Kis FIRSTIV],NEXT[K]) wu;;z k§0 RO

" 4L ACT[ABS(K))21 & LABEL(EDGE!KJISO THEN. ACT[ABS(K)]18 =1
ENQS

EQ8 vis 1 SIER 1 UNIIL W pQ UIf Ass<M|Nvth)5N IHEN

BEGLN Ki= MINVIVI} MINVIV]i® EDGE|eK}| ACT[ABS(K)jt® 3 E
VEC QSORT{MINV,1,H)}
EQB His H SIER -1 NItk 1 D@

BEGLY Vis MINVIH])

LE v>ud THEN BEGLN Vis Veud) AUGMENT(V,V) END. ELEE

§ LE V>=,04 THEN EVEN(V,LABELIV]) ELEE EXPAND(=Vw,4)
ENR)
GAIQ HUNGAR|AN}

ouTy EQB Vis M1 SIEE =1 UNZLL M+l DO [B FIRSTtVJ#O IHEN EXPAND(V))
oke 0y Fim 03 EQR Vis 4 STER 1 UNTLL M

BEGLN  Wim ABS(MATELV)); Wiw MATCH[V)IR ég Wawb THEN 0 BLSE W)
LE WV ;uzu
BEGLIN  Kjs F(RST{V]) EQR His NEXTIK) WHILE EDGE[K]$w RQ Kizs M}

Qfs Q@ & CLABE(KY)) Fia Fal

ENR

ENQ

MATCH{O)ia F) MAX |MUM WE|GHTED MATCH|NG EDMONDS t» @

END MAX|MUM WE|GHTED MATCHING)
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" BEAL BBQCEDYRE OPTIMUM BRANCH|NG EDMONDS

{M,N,;TAIL HEAD,C,TYPE ARCSET)}
!ALuz MiNsTYPE] LNIEGER M/N;TYPE}
LNIEQEB 4BBAY, TA!L.HEAD.ARcsET; BEAL &RBAY €i.

"w;gmm;ux ORTIMUM BRANCH|NG EDMONDS DETERMINES IN A DIRECTED GRAPH 6,

ACCORDING TO AN ALGOR|THM OF JACK EDMONDS, JNBRSS 71B(1967),233#240 |
~IF. TYPEm=i AN OPTIMUM BRANCHING, |,E, A MAX|MUM WEIGHT BRANGHING, .
IF TYPE® 0 A MAXIMUM WEIGHT BRANCH|NG AMONG THE BRANCH|NGS
W TH MAX{MUM CARDINAL|TY

(THUS |7 POSSIBLE A MAXIMUM SPANN|NG ARBORESCENGE),
{F_TYPE> O A MAX|MUM WE|GRT BRANGHING AMONG THE BRANCH|NGS _

WITH MAX|MUM CARDINALITY
"HAVING NOQ ARC DIREGCTED TQWARDS NODE TYPE.

(THUS IF POSSIHLE A MAXIMUM SPANNING ARBQRESCENCE
AT ROOT TYPE),

INPUT 17« M, RESP N IS THE NUMBER OF NODES, RESP ARCS.OF @,
= ARC J S DIRECTED FROM TA|L[dJ] TO WEAP[J},
- C[J} |5 THE WE|GHT oF ARC J,
_OUTPUTY » OPTIMUM BRANCHING EDMONDS 1S EQUAL TO

THE WE|GHT OF THE RESULTING ARCSET,

ARCSET[I] CONTAINS THE NUMBER OF THE ARG DIRECTED
TOWARD NOPE | IN THE FORMED ARGSET, OR ZERO ELSE}

BEGLN  LNIEGEB K,V,CT,CH,K1,KMAX,M1} BEAL P,Q,LB,CMAX,CK)
INTEGER ABBAY PACKLeMuMIN],COMP,NEXTLLIN] MIN[MsLiMen],
 CYCLE,ARC[LiMeM]) BEAL ABRAY CLl4IN}}

BBQCEDURE LABEL(V)} Y¥ALME VI LNIEGEB VI
BEGLIN  ARCIV]i® KMAXj
GHiE COMPIHEAD{KMAX)]) CTix COMP[TA|L{KMAX]]}
‘LE CH=aCT IHEN SHRINK(V) ELSE
BEGLN  EOR Kym GH,NEXTIK) WHlLE K$CH pQ COMPIK]im CT)

Kis NEXT{cH})} NEXT{CH)I® NEXT(CT]] NEXT{ET)m i
ENR

ENR LABELS

PBOCERUBE SHRINK(W)] VALUE.W; INTIEGER Wi
BEG.LN LINIEGER V VU, VC, VMIN}
VGis Mils Miel) Qis w6003 YO0te W}
CEQR Ki= KMAX,ARG{w] WplLE K § KMAX DQ
BEGIN Pi® GilK]j; LE P<0 THEN BEGIN Q1= Py VMINI® W END)
y01® ARCSET{TAILIK))} LE VOSM IHEN ARCSET{v0)in ML ELSE
BEGLN  GYCLE[VC]i® Vies CYCLE(VO])
EQR Vi= v,CYCLE[Y] WHILE V ¥ 0 D§
BEGLYN ARCSETIV])is Ml) vCim V END
£NQ1

CYCLE[VD)tm W) Wim VO
. EBNR

M Ml]ll YMINI Kig =M1} CMAXIa LB)

ARCSET[0) S EQUAL TO THE CARD|NALITY OF THE RESULTING ARCSET,
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EQB Wis VMIN,CYCLE[W] WHILE ¥ % VMIN DQ

REGLN LE WM JHEN CYCLE[VC)im vCia W) Pim CLIARCIW]]«0}

... EOR Kyi1= BACK([~wW],BACK[KL] ¥HILE. KL # 0 B8
LE ARCSET(TAIL[K1}1$M1 IGEN

_BEGLN  BACK(K]lm Kims K1) CL[K)j» CKia CA[K}=P}

_ _ EbR
ENR}
_ CYCLE[YC){® BACK[Kliw 0)

END SHRINK}

LE. CK>CMAX IHEN BEGLN CMAXi®= CKj KMaxjs K ENG T

“TE CMAX>LB IHEN LABEL(Ml) ELSE ARCIMY)IE O .'. © e e

BEGLN  Ki1s ARCI{V])
B ARC[LE Km0 IHEN MIN[V) ELSE HEAD[K]]is. K
ENQ EXPRAND)

INITS EQ8 vis 1 3IEE 1 UNILL M QO
BEGLN  BACK[wV]i® 0} .
L ARCSET(VIie COMPVIER NEXPIVII® V

MEQB Kies 4 SIER 1 YNILL N QQ
BEGIN CliK)is C[K)} Via HEADIK})
_ BACK(K)im BACK[wv)} BACK[mV]iR K

“415 TYPE<0 IHEN BEGLN LBia 0) TYRE|s 0; END. EL§E N
BEGLYH LBym =500} Lz TYPE>O IHEN. Aac;TvP:;;n ENRy
Mliz M)

__BRANCHINGY e e
EGR Vim TYPE=1 SIER =i MUNILL 1, TYPEs1l SIEB 4 UUILL M opQ”

BEGLIN  Kis =V} CMAXig LB) L

EQR Ki= BAGKIK) YHILE K & 0 pQ

CBEGLN  cK1® GLIKII LE CKaGMAX Iusu
BEGLIN CMAxIm CK) KMAXI= K END

L BHRE o o i
LE CMAX>(.B ZHEN LABEL(V) ELEE ARGIV])im 0

_END} B
Vie Mal)

L EQB Mi1s M1 GIEE =1 YNILL V. RQ EXPAND(M1)}

ouT} CMAXim 03 KMAXi® Q) e
EQR Vvis 1 SIEE 1 WNILL M QQ
BEGLN  ARCSET{V]{s Ky= ARC{V]} LE K»0 IHEN
BEGLN CMAXIEW CMAX+C[K]i KMAXI3 KMAX+4 ENQ.
ENRJ

ARCSET[0) 1= KMAX) OPT|MUM BRANCHING EDMONDS Is GMAX

RN EETIHUM BRANGH NG

BBOSERUBE EXPANDAY) b MALWE M3 ANTEGER N



